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1 Linearni algebra

Kli¢ova slova ke kapitole 1: vektor, matice, determinant

Pojem vektor
e vektor ve fyzice - veli¢ina majici velikost, smér, plisobisté
e vektor v matematice - ur¢uje posunuti

1.1 Algebraicky vektor

DEFINICE: Kazdou uspotadanou n - tici ¢isel (a,ay,.....a,) nazveme n - rozmeérnym (aritmetickym)
vektorem. Cisla aj, a,, .... a, nazveme soufadnice vektoru. Oznaeni a = (aj, ay, .... a,)

Vektor 0 = (0, 0, ... 0) nazyvame nulovy vektor.

. Pro pocitani s n - rozmérnymi vektory a,b,c plati tato pravidla:

a+b=b+a komutativni zdkon
a+(b+c)=(a+b)+c asociativni zdkon
a+0=a

k.(a +b)=ka +kb distributivni zdkon
k+Da=ka+la k,1eR

DEFINICE: Pro dva vektorya = (aj, ay, .. a,), b = (by, by, .. by), k € R plati:
a)a=b< (aj=bj,ay=by,....a,=b,)
b)a+b=(a;j+bj,ay+by, ....a,+by,)
¢) ka = (kaj, kay, .... ka,)

DEFINICE: Mnozina v§ech uspotadanych n-tic (ay, a,, .. a,), v niz plati predchozi definice,
nazyvime n- rozmérnym vektorovym prostorem. Znaci se V,,.

Pf. Reste rovnici 3b +x = 5a ,je-li a=(1,2,1),b=(1473).

x=5a-3b=(5105)+(3,-12,-9) = 2. 2. -4)

DEFINICE: Skalarnim sou¢inem vektorl a = (aj,a,,.....a,), b = (by,bs,.....b,) nazyvame Cisloa . b
=a;.b; +a,.b, +a,b,

Pi. Urcete skalarni souéin vektorta = (1,2,1),b =(1,4,3)



a.b=11+24+13=12
DEFINICE: Necht ay, ay, ... @, € Vp,¢1...cn € R
a) Vektory ay, ay,.... a,, jsou linearné nezavislé < rovnice

ci.aj + Cr.a; + @, =0 je splnéna jenprocy=c; =c, =0

b) Je- li alesponi jedno z Cisel c; # 0, nazyvame tyto vektory linearné zavislé.

¢) Vektor b € V, se nazyva linearni kombinaci vektorti a;, ay,.... a,, existuji-li ¢isla dy, ...

takova, ze plati b = d;. a; + ... + dy.a,,.

Pt. a; =(1,0,0), a;=(0,1,0), a3=(0,0,1)
Ci.a;+Cray+ Cpy =0
(c1,0,0) + (0,¢2,0) + (0,0,c3) =0
(c1,¢2,03) = (0,0,0)

cl =0,c2 =0,c3 =0 = vektory jsou linedarné nezavislé

Pi.  a;=(032), a;=(2,0.1), a3=(23.3)

Ci.a;+Crar+Cndy =0

(0, 3¢y, 2¢1) + (2¢2, 0, ¢2) + (23, 3¢3, 3¢3) =0

(2C2 + C3, 3C1 + 303, 2C1 +Cr+ 303) = (0,0,0)

2c0+¢c3=0

3ci+3c3=0 Vysledek 0 =0  Vektory jsou lin. zavislé, nebot’

2ci+cr+3¢c3=0 vyhovuje kazdé realné Cislo.
Otazky:

1. Co je to vektor

2. Co znamena, ze vektory jsou linearné nezavislé

1.2 MATICE

DEFINICE: Matici A typu (m, n) nazyvame mnozinu ¢isel o m fadcich a n sloupcich.



n
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a a a a
1 72 £t 3n
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By By Bz - - - By )

Je-li m=n, mluvime o ¢tvercové matici. Oznacujeme A [ay].
DEFINICE; Hodnost matice A typu (m,n) je hodnost vektorového modulu
M = [ay, ay, ....a,,] vytvoieného fadkovymi vektory a;= (aj ajp . a;) matice A.

Hodnost matice se nezméni:

1) zaménime-1i pofadi radkl

2) vynasobime-li fadky nenulovym ¢islem

3) pric¢teme-li k fadku linearni kombinaci fadkt ostatnich

4) vynechame-li radek, ktery je linearni kombinaci fadkt ostatnich
5) zaménime-li potadi sloupci

Diagondla je tvofena prvky a;;, ax .. a., kde r = min(m,n)

Nulova matice - vS§echny prvky matice jsou nulové

Trojihelnikova matice - vSechny prvky pod diagonalou jsou nulové

Jednotkova matice - ¢tvercova matice, ktera ma vSechny prvky na diagonale rovny 1. Zna¢ime E.

Lo s R s
L R =]
L . == R s
— o o

Urceni hodnosti matice - matici pfevedeme pomoci zakladnich operaci na trojuhelnikovy tvar

Pt




111 0 -1
2 4 4 -1 -1
A=1 3 4 2 1
11 0 -3 -2
2 6 85 4 2

Operace s maticemi
Necht’ A, B jsou matice ob€ typu (m,n)
1) Rovnost
A=B L jsou-li téhoZ typu (m,n) a ay =by
pro kazdéi L <1, m>
prokazdék L <1,n>
2) Soutet
A + B =[ay+by]
pro kazdéi L <1, m>
prokazdék L <1,n>
3) Souéin [.A =[.ay] prokazdéi L <1, m>
pro kazdék L <1,n>

Pf. Vypoctéte matici X z rovnice 2A + X =B, kde

_f1 2 _r3 4 _x x
a=§3 =19 X‘[x; Xj

1 H12 _ 304 _21 2 _ 2-2 4-4 _ 1 0
] oty 1 7 o3 1 T—6 1 1

4) Soudin matic A.B
A je typu (m, n), B je typu (n, p)
A.B = C =[cy] je typu (m, p), kde ci - a; .by pro kazdéi [ [ 1, mlL [ aprokazdék L L 1,pL
a; .by ... skalarni souéin

a; =(ay,ap,as, ..ap) ... 1-tyfadek matice A



b; = (b, bk, b3y, .-.bnx) ... k- ty sloupec matice B

Pf. Proved’te sou¢in matic

12
{2 1-1 —
A—(U 3 5] B=|1-2

13

BA=|5 %5 11

_r2 - A=|2 -5 -
A-B—(a 9] 210 14

Véta: Necht’ matice A, B, 0 (nulova matice), jsou matice téhoZ typu a necht’ L, L. L R.
1) A+B=B+A
2)A+B+0C)=(A+B)+C
3)A+0=0+A=A
HL+L)YA=L.A+L.A
5) L.(A+B)=L.A+L.B
Véta: 1) Necht’ A je typu (m,n), B je typu (n,p) a C je typu (p,r).
Pak A.(B.C)=(AB).C
2) Necht’ A , B jsou typu (m,n), C je typu (n,p).
Pak (A+B).C=A.C+B.C
DEFINICE; Ctvercova matice A ¥adu n je reguldrni . h=n
Ctvercova matice A fadu n je singuldrni | h<n
DEFINICE;: Necht’ A je regularni ¢tvercova matice n - tého fadu. Matici X, pro kterou plati:

AX =X.A =E, kde E je jednotkova matice n - tého fadu, nazveme inverzni matici k matici A a
oznatime A™.

Pf. Vypoctéte inverzni matici k matici k matici

1 21
A=l2 11
1 31

Postup: Provedeme ekvivalentni tipravy na matici E jako na matici A s cilem vytvofit z matice A
matici jednotkovou, z matice E pak vznikne matice inverzni.



1 2 1|1 0 1 2 1 1 0 0 1 2 1 1 0 0
2 1 1|0 1 050 -3 —-1(-2 1 0|=(0 -3 —-1|-2 1 0
1 3 1 0 o 1 o |-1 0 1 o 0 —-1]=-5 1 3

1 2 0|-4 1 3 30 0l-6 3 3 1 0 0ol=-2 1 1
=0 -3 0|3 0 -3|=|0 -3 0|3 0 -3|=|010]-1 0 1
o 0 -1/-5 1 3 o 0 -1|-5 1 3 o0 115 -1 -3

Otazky:

1. Definujte pojem matice

2. Jaké jsou zdkladni operace s maticemi?
3. Jak vypocteme inverzni matici?

1.3 Soustavy linearnich rovnic
anXy+apXp+apxXy ... tap X, = b1

X+ apXp+ A3X3 + ... T Ay X, = b2

Am1X] + AXp + Ap3X3 T ...+ QX = bm

kde aj; ie<l.m>, je<l.n> -koeficienty zR
by ie<l.m> - sloupec pravych stran
X1, X2, X3,....Xp - neznamé

Matice soustavy mé tvar:

) g Ly
¥ i o'
21 22 i
A=
ﬂ":'e'el amﬂ a‘mn

Soustavu je mozno zapsat ve tvaru Ax =b
1.3.1 Reseni soustav linearnich rovnic pomoci inverzni matice

- vétSinou se pouziva pron <3



A je Ctvercova (tj. feSime soustavu n rovnic o n nezndmych) a regularni matice

)
—<

X1 +2X+x3=3

2X1+ X +X3=06

X;+3X+x3=2

3 121
b=lg| A=[2 11
2 131

A je regularni - viz predchozi priklad

-2 1 1

AT=-1 0 1

inverzni matice 5 -1 -3
-2 1 1
x=[-1 0 1]]6]|=|-1
5 -1 -3} 12 3

[N
[0

tj.Xl=2 Xz=-1 X2=3

1.3.2 Reseni soustavy linearnich rovnic eliminaéni metodou

1) Vytvofime rozsifenou matici soustavy

&) ay,, | &
) Ay | &y
':I:wl ﬂ:w:'e bm

2) Upravime tuto matici na trojuhelnikovy tvar

3) Dopocitame nezndmé Xj, X, ... Xy,



Pr. X1+2X2+X3=3

2X1+X +X3=06

X1 +3x+x3=2

1 2 1|3

1 2 113

1 2 113
2 1 1|é6f=s|0 =3 =10 |=0 =3 =10
1 3 1]2

o 1 0]-1

Posledni matici odpovida soustava

X1+ 2X+X3=3

0 0 -1]-3

-3X2 -X3= 0
-X3 = -3
Z toho dostdvdme x3 =3 Xp=-1 Xp=2
1.3.3 Homogenni soustavy
b=0

Homogenni soustava je takova soustava, kde vSechny prvky pravych stran = 0.

Véta: Homogenni soustava ma vzdy feSeni x = o (tzv. trividlni feSeni).

M34-1i homogenni soustava netrivialni fesSeni, pak ma nekoneéné¢ mnoho feseni, ktera tvoti

vektorovy modul dimenze n - h.

(n ... poCet neznamych, h ... hodnost matice soustavy )

Dusledek: Je-li n = h, pak n - h =0 < soustava ma pouze trivialni feSeni

Pr. X1 +2x, =0
2x1+ X =0
X1- X2=0
1 2 1 2
1 2
A=12 1 |=|0 —=3|=
o1
1 -1 a -3

n=2,h=2,n-h=0,tj. soustava ma trivialni feSeni x;, =0 a x, =0

10



1.3.4 Nehomogenni soustavy
b=0
Nehomogenni soustava je takova soustava, kde alespon jeden prvek pravé strany = 0.

Frobeniova véta:

Nehomogenni soustava je fesitelna praveé tehdy, kdyz matice soustavy a rozsifenad matice
soustavy maji stejnou hodnost.

Je-li ddle n = h = existuje pravé jedno feseni
Je-li n > h = existuje nekone¢né mnoho feseni zavislych na n - h parametrech

Pr. 3X1 - 2X2 =1

X1+ Xp=2

2X1+ X =3

2 =21 1 1 2 1 1 2
11 2
1 1 2|=2 1 3|={0 -1 —-1|=
01 1
2 1 3 2 -2 1 o -5 =5
n = h = existuje jedno feseni
X1+X2=2
X=lax;=1 x=(,1)
ﬁ X1+2X2+ X3 - X4=2
21+ 3% - X3+2x4=1
4x; + TXp + X3 =5

S5X1+7X0-4x3+ 7x4 =1

12 1 -1]|2 1 2 1 -1] 2
2 3 -1 1 0 -1 =3 4 |-3
4 7 1 5 0 -1 =3 4 |-3 Hl 2 1 -1] 2
5 7 -4 1 0 -3 =% 12|-9 [D -1 3 4 ‘—3}

n - h = 2 = existuje co mnoho feseni zavislych na 2 parametrech

X1 +2X0+ X3- X4=2

11



- X2 +3X3 + X4 = -3
zvolime x3=c; a

X4 =Cp
tedy X, =3-3¢c;+4¢,

Xi=-4+5¢-7¢,

Napt. x3 =1
x3=1
X, =10
X;=-18

1.4 DETERMINANTY

Pfipomenime si z kombinatoriky:

DEFINICE: Permutaci (potadim) nazyvame kazdou uspofadanou n - tici (ky,ko, ..., k;) z Cisel

1,2,3,..n. Cisla k;k, ..., k, nazyvame prvky permutace. Zdkladni permutaci nazyvime n

- tici (1,2,3,...n).
Véta:  Pocet vSech permutaci z n prvkil je dan vztahem
Pu=n!=n(n-1).(n-2). ..32.1

DEFINICE; Rikame, Ze v dané permutaci prvky k; Jk; tvoii inverzi pravé tehdy, kdyz

i<j aki>kj, tj. jestliZze v dané permutaci je vétsi prvek pfed mensim.
Sudd , resp. lichd permutace ma sudy, resp lichy pocet inverzi.

Transpozice je vzajemna vyména dvou prvkil v permutaci. Transpozici se zméni suda
permutace v lichou (resp. naopak).

DEFINICE: Determinantem n - tého fadu ¢tvercové matice A n - tého fadu nazyvame cislo

a1 3 - A

ay a2 - A2 5
(ks ke,)

(=1 ayy agg, - A,

detA= |Al= Al @3 - fmn

12



kde sloupcové indexy ki,ks, ..., k, probihaji v§echny mozné permutace z ¢isel 1,2,3,...nar je
pocet inverzi v permutaci (k;,k, ..., ky).

1.41 Vypocet determinantu

a) Deteminant prvniho fadu je
A =layy|=ap
b) Determinant druhého fadu je

1 2z

A= =ajpaz —azay

B3 a3

c¢) Determinant tietiho fadu je

a1 @2 A3
A=lag az; agz|=apagay +agagzay +ajzagay - azjagyayy —ajpagzayy —agzag ag
a3 A33 A3z

Determinant tfetiho fadu lze vypocitat tz. Sarrusovym (kiizovym) pravidlem

dpp #pp A
A Y
e e
g1 #p &
By By By

= a;1a22a33+a21a32a131a31212a23-231322213-2113232823-321212333

Pf. Vypoctéte determinanty

3 4
A= =3 (—6)-04=-18-20=-38
nop -6
)
2 =3 4
=7 & 5
E=|8 -9 10
2 =3 5
’ —7 6 10| _
) =2.6.10+(-7).(-9).5 +8.(-3).10-8.6.4-2.(-9).5-(-7).(-3).10 = -60

DEFINICE:Necht je dana ¢tvercova matice

13



y ya oo

- zvolme libovolné k fadkt (1 £ k< n)
- zvolme k sloupcti matice A z prvku, kde se tyto zvolené fadky a sloupce protinaji
- sestavme determinant
Takto sestaveny determinant se nazyva subdeterminant.
Tvoteni subdeterminantu:

Necht je dana matice typu napt. (5,5). Zvolme 1. a 4. fadek, 3. a 5. sloupec. Pak v determinantu
matice

ary Az a3 a4 a3
a1 @33 fdzz A4 33
a3 A3z  Azy 234 a3
a4 A4z Qg3 Bag  A43
as)  Asp asy  asg a3

d1z Ay
a43  a45

subdeterminant 2. fadu je A 435

231 A3 234
=~z axp A
apiislusny doplngk Dy 455 151 @52 @54

znaménko dopliiku je uréeno mocninou (-1)****% = (-1)¥ = -1

Laplaceova véta:
Necht’ A je determinant n-tého fadu. Utvofme subdeterminanty A;;a jejich dopliiky D;;

Pak determinant A se rovna sou¢tu vSech soucind subdeterminantli A;ja jejich dopliikti D



Pr.

=~

Vypoctéte determinant pomoci Laplaceovy véty (rozvojem podle sloupcti ¢i fadkll) matice

11 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

Vypocet provedeme rozvojem pomoci subdeterminantt 2. fadu tvofenych z prvku 1. a 2. sloupce

1)1+2+1+21 1H5 10

+[— 1)1+3+1+2 1= 4
1 2010 20

46 10

1 13 4
+[— 1)1+4+1 +2
1 3o 20

1.4.2 Pravidla pro pocitani s determinanty

1.

Zaménime-li v matici vzdjemné dva fadky (popf. sloupce), zméni determinant matice své
znaménko.

Je-1i jeden tadek (popi. sloupec) determinantu roven linedrni kombinaci ostatnich fadkd (resp.
sloupctl), je determinant roven nule. Z toho plynou body 3. a 4.

Jsou-li v§echny prvky jednoho fadku rovny nule, pak je determinant roven nule.
Obsahuje-li determinant dva stejné fadky (popr. sloupce), je determinant roven nule.

Nasobime-li prvky jednoho fadku (popf. sloupce) néjakym cCislem, nasobi se timto ¢islem cely
determinant.

Determinant se nezméni, pricteme-li k jednomu fadku (popt. sloupci) linearni kombinaci
ostatnich radka (resp. sloupci).

1.4.3 Reseni soustav linearnich rovnic pomoci determinantti

Determinantem soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych

anX;+apxXyt ... tagpXx, = b1
QX] +apXy + ... FayX, = b2

an X + apXp .. FagX, = bn

15



21 #z - Hp
ot a . A
D fa a1 In
nazyvame determinant Bl @n3 - Bpp

Cramerova véta:

Je-1i determinant soustavy linearnich rovnic rizny od nuly, pak tato soustava ma jediné feSeni a
to x; = Dy/D, x, =Dy/D, ..., x, = D,/D

VR VO S < -V WS P P

a1 . azi-1 bz @i - #2p
D, =

Bal - Ani-1 Pn @nidl - fpn

kdei=1,2,...n
Je-1i determinat roven 0, pak soustava bud’ nema feSeni nebo ma nekone¢né mnoho feseni.

Pf. Pomoci determinantt feSte soustavu

2x- 3y=4
5x+7y=-9
Determinanty:
2 =3
D= =14 +15= 2%
57

4 =3 2 4
Iy = =2n-27=1 D= =-18-20=-38
8 7 5 -9

Dan4 soustava m4 tedy feSeni: x = 1/29 y=-38/29

Pi. Reste soustavu rovnic o tfech neznamych

X -2y +3z=-4
5x+6y-T7z= 3
3x+5y -9z =-1

Determinanty:

16



3 5 -9
4 -2 3 1 -4 3
Dy=[3 6 =-7=71 Dy=|5 3 -7|=-286
-1 5 -9 3 -1 -9
1 -2 -4
Dy=[5 6 3|=-185
305 -1

Dana soustava ma tedy feSeni: x =-71/22 y=286/22 z=185/22

Véta: Je-li hodnost matice soustavy n -1 linedrnich rovnic o n nezndmych
a1 Xy +apXy + ...+ apX, =b
X + apXp ...+ apX, = b2
An1,1X1 + Ape 12X T .. T A aXn = by
rovna h = n -1, pak pro nezndmé x; x,, ... X, plati iméra
X1:X2: i Xn=B1:(-By):B3: ... -D"!'B,

kde Bi (k= 1,2,...n) je determinant n-1 fadu sestaveny z koeficientli u
nezndmych Xy, Xz, ... Xk, Xk+1» --- Xn-1, Xn (tj. jsou vynechany koeficienty u
neznamé xy).

Pi. ReSme soustavu

3x- 4y+5z2=0

-6x+7y- 8z=0

Protoze hodnost matice

-6 T - 8 ] 0 -1 2
pro neznamé iméra

Ff 5‘[ f 5Df _4‘
|7 9l ke -8l ke 7
X:y:z=

x:y:z=(3):(-6):(-3)

je h= 2, plati podle pedchozi véty
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2 Funkce

Kli¢ova slova ke kapitole 2: redlnd funkce jedné realné¢ proménné, operace s
funkcemi, goniometrické funkce, exponencidlni funkce, logaritmické funkce

2.1 Realné funkce jedné realné proménné

Pti sledovani ptirodnich jevi si miZzeme vSimnout, ze mezi dvéma proménnymi veli¢inami
existuje takova souvislost, ze kazdé hodnoté jedné veliCiny pfislusi urcitd hodnota druhé veliciny.
Prvni veli¢inu nazyvame nezavisle proménnou (argumentem), druhou zavisle proménnou nebo funkeci

prvni veli¢iny.

Reélnou funkei jedné redlné proménné rozumime zobrazeni, které¢ kazdému redlnému cislu z
néjaké mnoziny realnych cisel prifadi néjaké redlné Cislo. Redlné funkce jedné redlné proménné

budeme nazyvat kratce jen funkce.

Mnozinu realnych ¢isel, kterym funkce f pfifazuje realné ¢islo, nazyvame defini¢nim oborem

funkce f a znacime ji D(f). Mnozinu vSech realnych cisel, kterou dostaneme timto pfifazenim,

nazyvame oborem funkénich hodnot funkce f a znacime ji H(f).

Zpusob zadani funkce:

Funkce, jejiz definicni obor je konecnd mnozina, je mozno zadat vyctem piislusnych

funk¢nich hodnot; napriklad ve tvaru tabulky.

V piipade, ze definicnim oborem funkce je mnozina nekonec¢na, nelze funkci zadavat vyctem
prislusnych funkénich hodnot. Funkci miizeme v tomto piipadé zadavat néjakym predpisem.
Naptiklad predpisem x € (0, 3), f (x) = xt+1 je zadana funkce, ktera kazdému redlnému Ccislu z
intervalu (0, 3) ptifazuje Cislo o jednu vétsi. Totéz je zadano napriklad predpisem f: t € (0,3), t—>t+1

nebo predpisem f: x € (0,3), y = x+1. Neni-li nazev funkce dilezity, pak f: vynechavame.

Pokud v zadani funkce neni uveden defini¢ni obor, pak za defini¢ni obor povazujeme
vSechna realna Cisla, pro ktera ma prtislusny funkéni predpis smysl. Tedy naptiklad predpis y= \/;
znamend, ze se jednd o funkci, kterda kazdému redlnému cislu xe<0,oo) pfifazuje jeho druhou

odmocninu.
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2.2 Operace s funkcemi

M¢gjme dvé funkce f a g. Pokud je prunikem defini¢nich oborti obou funkci neprazdna

mnozina, lze na této mnozing, tj: na D(f) M D(g), definovat funkce f* g (soucet a rozdil), f.g (soudin)

ana mnozing D(f) N [x eD(g),g(x)#0 ] funkci L (podil) nésledujicim zpisobem:
4

(fEte)(x)=flx) X glfg),

(x) = f(x) . g(x),

(i)()€)=M
g

g(x)

Pokud je obor funkénich hodnot funkce g podmnozinou defini¢niho oboru funkce f, tj.
H(g) € D(f), 1ze definovat funkci f o g piedpisem

(f o g)x) =f(g (x)

V tomto pripad¢ hovofime o skladani funkci a o funkci fog fikame, Ze vznikla slozenim

funkci f a g. Funkce f je vnéjsi funkei a funkce g je vnitini funkei.

2.3 Zadkladni vlastnosti funkci

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I, resp. mnoziné M:
1. rostouci, jestlize pro v8echna x, y€ I plati: x <y = f(x) <f(y);
2. klesajici, jestlize pro vSechna x, y € Iplati: x <y = f(x) > f(y);
3. neklesajici, jestliZe pro v§echna x, y€ I plati: x <y = f(x) < f(y);
4. nerostouci, jestlize pro vSechna x, y € I plati: x <y = f (x) = f(y);
5. konvexni, jestlize pro vSechna x, y, z € I plati:

fOO-f® _f@O-f)

y—x 7—X

x<y<z=

6. konkavni, jestlize pro vSechna x, y,z € Iplati:
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fW-f)  f@-fx)

y—x 7—X

x<y<z=

7. prosta, jestlize pro v§echna x € M plati: x #y = f (x) #f (y);
8. lichd, jestlize pro kazdé xe Mje-xeM a f(-x) =- f (x);
9. suda, jestlize pro kazdé x e Mje-x €M a f(-x) =f (x);
10. periodickd s periodou p > 0, jestlize pro kazdé xeM a pro kazdé keZ je
x+kpeM a f(x+kp)=f(x).
Vlastnosti 1. az 6. maji realny vyznam pouze tehdy, jsou-li vztazeny k intervalu.

Funkce rostouci ¢i klesajici na intervalu I jsou na tomto intervalu prosté. Pokud existuje
nejmensi kladné ¢islo p takové, ze funkce f je periodicka s periodou p, pak toto Cislo p nazyvame

primitivni periodou funkce f.

V definici jsme pouzili symbol = (implikace) a A = B znamend toto: plati-li A, pak nutné

plati i B. Nékdy budeme také pouzivat symbol < (ekvivalence) a A <> B znamena, Ze tvrzeni A
vyjadiuje totéz jako vyjadfuje tvrzeni B.

2.4 Graf funkce

M¢jme funkei f. Mnozinu uspotfadanych dvojic {(x, f (x)); x€D( f )} nazveme grafem

funkce f a zobrazime jako body v rovin€ v néjaké kartézské soustavé souradnic.

2.5 Inverzni funkce

Me¢jme funkei f, jejiz defini¢ni obor je D(f) a obor funkénich hodnot H(f), ktera je prosta.
Zobrazeni f: D(f) —H(f) ma tu vlastnost, ze ke kazdému prvku y € H(f) existuje pfesné jeden prvek
x € D(f), ktery je zobrazenim f zobrazovéan na prvek vy, tj. f(x) = y. Tato vlastnost nam tak umoziuje
definovat zobrazeni g: H(f) —D(f), které kazdému prvku y € H(f) pfifazuje presn¢ ten jediny prvek
x €D(f), ktery je zobrazenim f zobrazovan na prvek y. JelikoZ ob& mnozZiny H(f) a D(f) jsou
podmnozinami mnoziny vSech redlnych cisel, je definované zobrazeni funkci. Takto definovanou

funkci g nazveme funkci inverzni k funkci f a nékdy pro ni budeme pouzivat znaéeni f .

Vlastnosti navzajem inverznich funkci f a g:

1. D(gp=H() a H(g)=D ()

2. g(=x S f®=y

»

pro kazdé x €D (f) jeg (f(x)) =x apro kazdé ye D (g)jef (g (y)) =y

4. funkce fje rostouci, pravé kdyz je funkce g rostouci
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5. funkce fje klesajici, pravé kdyz je funkce g klesajici
6. grafy funkci vy = f (xX) a y = g (x) jsou soumémé podle piimky o rovnici
y=X

Postup pii hledani inverzni funkce g k dané funkci y = f (x):

y=f(x) < ekvivalenmi iipravy < x =g (y),

kde ekvivalentnimi pravami se rozumi jednak algebraické upravy jako vytykani pred zavorku,
rozndsobovani zavorek, pfevod z jedné strany rovnice na druhou se zménou znaménka apod. a dale

pouzivani jiz znaAmych inverznich funkci.

obr. 1 Grafy navzdjem inverznich funkciy = fix) a y = g(x)

2.6 Nékteré zakladni funkce

Konstantni funkce

Konstantni funkce jsou zadany predpisem y = a pro n¢jaké a € R. Defini¢énim oborem je (-
00,00), oborem funk¢nich hodnot konstantnich funkei je jednoprvkova mnozina. Konstantni funkce
jsou nerostouci a zaroven neklesajici. Jsou to funkce sudé a jsou periodické s libovolnou periodou,

tedy nemaji primitivni periodu. Grafem konstantni funkce je pfimka rovnob&znd s osou x, obr. 2.
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1
. —_ X
-3 -2 -1 1 2 3
X
-2l

obr. 2 Graf funkce y = -1
Linearni funkce
Linearni jsou ty funkce, které jsou zadany predpisem y=ax +b; a,b€R, a# 0. Defini¢ni
obor této funkce je interval (- ,%). Je to zaroveh obor funkénich hodnot. Je-li a>0, je linedrni
funkce y= ax + b rostouct; je-li a<0, pak je funkce y= ax + b klesajici. V kazdém piipad¢ je linedrni

funkce prosta funkce. Grafem linearni funkce je pfimka, obr. 3 a obr. 4.

N\

3
2
1

-2 -1 1 2\3x

obr. 3 Graf funkcey = -2x + 4

Y

g

—Vz -1 1
-1

obr. 4 Graf funkcey =x + 2
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Kvadratické funkce

Kvadratické funkce jsou zadany predpisem y = ax” + bx + ¢; a, b, c €R, a # 0. Defini¢nim

2
oborem je interval (-cc, oc), oborem funkénich hodnot je interval ( c - 4—, oc) pro a > 0 nebo interval
a

2

(-c,c- — > pro a < 0. Je-li a > 0, je funkce konvexni, klesajici na intervalu (-oc, -2— ) , rostouci
a
na intervalu
( -—, ). Je-li a <0, je funkce konkdvni, rostouci na intervalu (-oc, -2— ) , klesajici na intervalu
a a

b
(- 2— , o). Grafem kvadratické funkce je parabola, obr. 5 a obr. 6.
a

y
3
2
1
X
-3 2 -1 1 3
-1
-2
-3
obr. 5 Graf funkce y = -x*+4
y
K
6
4
2
X
-1 1 2 3 4 5 6

obr. 6 Graf funkce y = X*-5x+6

Mocninné funkce

Mocninnou funkci rozumime funkei, ktera je dana predpisem

y=x

pro né&jaké realné Cislo a. Defini¢ni obor této funkce zavisi na a.
Ukazme si nékteré specialni ptipady:

e  Funkce y = x° je konstantni funkce.
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e Funkce y = x' je linedrni funkce, je rostouci a lichd.

e Funkce y = x>, y = x*, y = x® atd. jsou definovdny na intervalu (- ,%), oborem funké&nich

hodnot je interval { 0, ®). Jsou to funkce sudé a konvexni. Jsou klesajici na intervalu (- ,0) a

rostouci na intervalu ( 0, ), obr. 7 a obr. 8.

obr. 7 Graf funkce y = x*

y

-1 1

obr. 8 Graf funkce y = x*
e Funkce y = x°, y = x°, y = X atd. jsou definovdny na intervalu (-%°,%), oborem funké&nich
hodnot je interval (-%°, %), Jsou to funkce liché a rostouci. Jsou konkdvni na intervalu (-°, 0) a

konvexni na intervalu (0, %), obr. 9 a obr. 10.

obr. 9 Graf funkce y = x°
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-1

-2
obr. 10 Graf funkce y = x°

1 1
e Funkce y= — ,y=—
X X

interval (-, 0)U (0, ). Oborem funkénich hodnot je mnozina (-%°, 0)\U (0, ®©). Funkce

, y =—5 atd. jsou definovany na mnozing, ktera je sjednocenim
X

jsou konkévni a klesajici na intervalu (-, 0), konvexni a klesajici na intervalu (0, % ). Jsou to

liché funkce, obr. 11.

1
obr. 11 Graf funkce y = —
X

1
6

atd. jsou definovany na mnozin& (- ®,0) U (0,%°). Oborem

Y=
X X

e Funkcey=—,y=
X

funkénich hodnot je interval (0,%). Funkce jsou konvexni a rostouci na intervalu (-°, 0),

konvexni a klesajici na intervalu (0, %°). Jsou to sudé funkce, obr. 12.

y
50

40
30
20

10

1
obr. 12 Graf funkce Y = —
X
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e Funkce y = \/; , y= %, y = % atd. maji za defini¢ni obor interval ( 0,%°) a za obor

funkénich hodnot interval { 0,%). Jsou to funkce rostouci a konkdvni, obr. 13.

1 2 3

obr. 13 Graf funkce y = \/;

e Funkce y = 3\/;, y= 5\/;, y= (/; atd. maji za defini¢ni obor interval (-®, %) a za obor
funkénich hodnot interval (- %, % ). Jsou to rostouci funkce. Ddle jsou konvexni na intervalu (-

% () akonkdvni naintervalu { 0, ®), obr. 14.

obr. 14 Graf funkce y = 3\/;

Exponencialni funkce

Exponencialnimi funkcemi rozumime funkce, které jsou zadany predpisem

y=a,

kde a € (0,1)U(1,%). Defini¢nim oborem t&chto funkei je vzdy interval (- %, %) a oborem funkénich
hodnot je interval (0, ). Funkce jsou konvexni. Je-li zdklad a € (1,%°), je funkce y = a* rostouct; je-
li a€ (0,1), je funkce y = a* klesajici. Graf libovolné exponencidlni funkce prochdzi bodem (0,1).
Velmi vyznamnym specialnim piipadem exponencialni funkce je funkce y = e*, kde zdkladem je

Eulerovo ¢islo e =2, 71828 ... Na obr. 15 je graf funkce y = e* a na obr. 16 je zobrazen graf funkce

)
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6
5
L4
3
2
_—-——/ : x
-2 -1 1. 2

obr. 15 Graf funkce y = e’

y
4

3

\

-2 -1 1 2

X

obr. 16 Graf funkce y = (%j

Logaritmické funkce

Funkce inverzni k exponencidlnim funkcim nazyvame logaritmické funkce.

Jsou definovany piedpisem:

y=log x<=a’ =x

Defini¢nim oborem vsech logaritmickych funkci je interval (0, %), oborem funk&nich hodnot
je interval (-, ). Je-li zdklad logaritmické funkce a € (1,%°), potom je funkce y=log,x rostouci a
konkdvni; je-li a€ (0,1), je funkce y=log,x klesajici a konvexni. Grafy vSech logaritmickych funkci

prochézeji bodem (1, 0).

V nékterych specialnich piipadech se pouziva pro logaritmické funkce specialni znaceni. Je-1i
zaklad logaritmické funkce 10, hovoiime o dekadickém logaritmu a pro piislusnou funkci pouzivame
znaceni y=log x. Je-li zakladem logaritmické funkce Eulerovo cislo e, hovofime o pfirozeném
logaritmu a pfislusnou logaritmickou funkci znaC¢ime y = In x, ve star§i literatuie

lg x.

Pravidla pro poditani s logaritmy:

Pro viechna a>0, a # 1,b>0, b# 1, A>0, B>0, r € R plati:
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log, A+log, B=1log, (A4-B)

log, A—logaB:logatgj

r-log,A=log A
log, a" =r

1 A
a’® " =4

_log, 4
log, a

Goniometrické funkce.

V této Casti si uvedeme definice a zakladni vlastnosti funkci sinus, kosinus, tangens a

kotangens, které souhrnné nazyvame goniometrickymi funkcemi.

Ptedstavme si kruznici o poloméru 1 se sttedem S v pocatku soustavy soufadnic. Oznatme M
bod, ktery lezi na této kruznici a ose x vpravo od stfedu. Soufadnice tohoto bodu jsou (1, 0). M&me
nyni realné cislo x. Oto¢me nyni polopiimku SM kolem bodu S o orientovany thel x, tj. ve sméru
opa¢ném nez je smér pohybu hodinovych rucic¢ek v pripadé, Ze je x nezaporné a ve sméru pohybu
hodinovych ruéicek v pripadé, ze je x zaporné, a to tak, aby bod M opsal béhem tohoto pohybu po
kruznici drahu délky x. Pfitom piejde bod M v bod N (viz obr. 17), jehoZ prvni soufadnici oznac¢ime
symbolem cos x a druhou soufadnici symbolem sin x. Tedy N = (cos x, sin x). Timto zplisobem jsme
definovali pro kazdé realné Cislo sin x a cos x. Definovali jsme tedy funkce sinus a kosinus. Funkce

tangens a kotangens definujme piedpisem:

sm x T
tgx= X FEQRk+1)—, k€ Z
CcoS X 2
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COoS X

cotg x = xZ kmw, k€ Z

Sm x

Vsimnéme si, ze tyto funkce jsou definovany pouze pro ta realna ¢isla x, pro ktera maji defini¢ni

predpisy smysl.

Z definic goniometrickych funkci 1ze odvodit nédsledujici vlastnosti. Funkce sinus a kosinus
jsou periodické s primitivni periodou 2 77, funkce tangens a kotangens jsou periodické s primitivn{
periodou 7. Oborem funkénich hodnot funkei sinus a kosinus je interval (-1,1) a oborem funkénich
hodnot funkci tangens a kotangens je mnozina vSech redlnych cisel. Funkce sinus, tangens a
kotangens jsou funkce liché, funkce kosinus je funkce suda. Soucet druhych mocnin funkci sinus a
kosinus stejného argumentu (z Pythagorovy véty, obr.18) a soucin funkci tangens a kotangens
stejného argumentu se rovna jedné. Tyto udaje, pro pfipustné hodnoty argumentu x, uved'me

prehledné pomoci matematickych zapist:

sin(x * 2k )=sinx, k € Z

tg(x tkr)=tgx k€ Z

sin(-x) = - sin x

1g (-x) = -tg x

cos(x T2k )=cosx, k € Z

cotg(xt kmw)=cotgx, ke Z

cos(-x) = cos x

cotg (-x) = cotg

2

sin’x + cos’x = 1; tgx.cotgx=1

Vzhledem k tomu, Ze goniometrické funkce jsou periodické, staci znat jejich hodnoty na
n&jakém intervalu délky periody. Uvédomme si dale vztahy mezi délkami odvésen a délkou prepony v

pravothlém trojihelniku. Je-li & ostry thel v pravoihlém trojtihelniku, pak je

e sin & = pomér délky protilehlé odvésny ku délce piepony
e cos o =poméer délky prilehlé odveésny ku délce prepony
e tg o =pomér délky protilehlé odvésny ku délce prilehlé odvésny

e cotg o =pomér délky ptilehlé odvésny ku délce protilehlé odvésny
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V rovnoramenném pravouhlém trojuhelniku, jehoz délky odvésen jsou 1, je délka prepony

T
rovna /2, v pravotthlém trojihelniku, jehoZ jeden tihel je — a krat$i odvésna délky 1, je délka

prepony 2 a délka delsi odvésny je \/g (viz obr. 18). Argumenty goniometrickych funkci (Ghly) se

X
vyjadiuji nékdy také ve stupnich. Redlnému cislu x pfitom odpovida tthel — .180° (stupnt); napf.
T

T
tedy realnému cislu E odpovida thel 90°.

oA N
, ~
7
s
’ .
[
'
[ : .
'
T t
\ !
\
\ ’
\ S
S .,
~o P
‘-1.‘ -

obr. 18 Pravoiihlé trojithelniky

V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty goniometrickych funkci v dtlezitych bodech

intervalu (0, 2 7).

ol z |z |z |z| 2e | 8x | sx [ o] 7z [ 8z | 4z {2z} sz | 2z | 11z
z sl 7|3 |2 3 P 3 6 Y 3 2 3 2 6
; WK P 1
sing |0} |MZIE 1|3 | 2 1 o -} |-¢ ! -5 -2 -1
V3| V2 1 1 2 Bl _4|_v31_v2| _1 1 vz | V3
cosz [ 1155155 3 |0| —32 ")25 _32C 1 )25 )25 7|0 2 2 |72 .
tgz [0 || 1 |VB|-|-vB| -1 |-L|o| L | 1 | V3| -|-Vv3| -1 -4
cotgz |~ [v3| 1 [L|o|-L| -1 [—v3B|-| VB | 1 | |o|-%|-1|-V3

tab. 1 Charakteristické hodnoty goniometrickych funkci

Na obrézcich obr. 19 az obr. 22 jsou znazornény grafy goniometrickych funkci y = sinx, y =

cosx, y=1gx a y= cotg x.
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%A\AV\/ "‘

obr. 19 Graf funkce y = sin x

y

obr. 20 Graf funkce y = cos x

27 n b 4

obr. 21 Graf funkce y = tg x

=N W

\ X

]
— _N‘V"— —— — -
N
1
N

'
l
l
|
n 2x
|
I
t

obr. 22 Graf funkce y = cotg x
Kontrolni otazky a priklady k procviceni
1. Co to je realna funkce jedné realné promeénné ?
2. Co je to defini¢ni obor funkce?

3. Co je to obor funk¢nich hodnot funkce ?
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4. Jak je mozné funkce zadat?
5. Jaké operace je mozno s funkcemi provadét a za jakych podminek?
6. Vysvétlete, co je funkce rostouci, klesajici, prosta, licha, suda, periodicka.

7. Co jsou to funkce inverzni, co plati pro jejich defini¢ni obory?

1
8. Nakreslete grafy nasledujicich funkei: y=x+3;y=-2x—-2;y=3;y=xy= —;y=logx; y=
X
e*; y = sin x. Urcete defini¢ni obory a obory funkénich hodnot.

9. Zjistéte, zda a které =z nasledujicich funkci jsou sudé ¢i liché. Zddvodnéte.

¥ —x’ =3x 3 .
fix) = l+x; fLx) = 6—5; f3(x) = x42x+1; f4x) = €& - e

X
£5(x) = x%; fo(x) = x7; f5(x) = x'; f3(x) = cos x; fo(x) = ——

x—2

[Funkce fi, f3, fg nejsou ani sudé ani liché; f;, fy, fe, 7 jsou liché; fs, fg jsou sudé.]

10. Zjistéte, ve kterych intervalech jsou nasledujici funkce rostouci ¢i klesajici: g;(x) = 2x+1, gx(x) =
SBx+4, g(x) = x5, g(x) = x° .

[g; je rostouci v (-oc, o); g5 je klesajici v (-oc, oc);
g3 je rostouci v { 0, oc) a klesajici v (-oc, 0 ) ; g4 je rostouct v(-oc, oc).]

11. Najdéte inverzni funkci k dané funkci (existuje-li). Uréete D(f'), H(E™):

3x
f1(x) = v -2, 6®) =-5x+7,x€(-1,3) .

4x+8 ] ] Tx—x
DEND=HE =R, f,(x) =

[ ()= D) =(-812) ,H(f,)=(-13) ]

12. Spodcitejte:
log, 8;10g,0,125; 1og; 9; logys 1;log 100; log 1000; log 0,01;10og 0,0001; In 1;In el
[3;-3:2;0;2;3;-2;-4;0; 10]

13. Najdéte zaklady logaritmu, pro které plati: log, 36 = 2; log, 64 = 6;log, 2 = 1.
[652;2]

14. Najdéte cislo x, pro které plati: log, x = 3; logys x = -1; logex = -2
10g0,5X=2

[8;0,04;0,0001; 0,25]

3 Limita a spojitost funkce

Klicova slova ke kapitole 3: pojmy vlastni a nevlastni limita, pravidla pro po¢itani s limitami, spojitost
funkce v bodé
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3.1 Vlastni a nevlastni limity

3.1.1 Vyklad pojmu limita

Posloupnost Cisel a;, a,, as, ..., ai,... je neomezené mnozstvi ¢isel, z nichz kazdé ay (stojici na
k-tém misté Ciselné fady) je uréeno hodnotou svého indexu. Posloupnost, pro kterou plati, Ze se jeji
Cisla (od ur€itého ¢isla dale) libovolné malo 1isi od Cisla @, ma v Cisle a svou mezni hodnotu neboli
(vlastni) limitu. O proménné veli¢in€ y, jez nabyva hodnot (riznych od a), které takovou posloupnost

tvori, také Fikame, ze ma limitu nebo Ze se neomezené blizi k Cislu a ¢i ze konverguje k &islu a.

Zapisujeme

limy=a nebo y—>a

Je tedy mozné piedem zvolit jakkoli malé Cislo & a v posloupnosti pak zjistit ¢islo, které (a
nasledujici) se od limity a li§i o mén€ nez & Dalo by se fici, ze se ¢isla v posloupnosti ,,zhustuji“

k ¢islu a.

Napf. volime & = 0,000001. a; = 3 — 0,1%, y nabyva hodnot posloupnosti 2,9; 2,99; 2,999;...
Limita je 3, protoZe rozdil mezi ¢islem 3 a a7 (a dal§imi) je mensi nez & Jind posloupnost g, = 1+ 2*

3 5 9 17
nabyva hodnot —; —; —; —

274816
dvacatym (a dal§imi) ¢leny fady mensi nez 0,000001.

. a ma limitu 1, nebot’ pfi zvoleném ¢ je rozdil mezi Cislem 1 a

Dulezity je ptipad, kdy se proménna y blizi bez omezeni k nule. Nazyva se nekonecné mala
neboli infinitesimdlni. Je tfeba odliSovat nekonetné malou proménnou od konstanty velmi malé

hodnoty. Ze ma y limitu rovnou nule, zapisujeme lim y = 0 nebo y —> 0. Znamena to, Ze proménna y

nabyva (od nékteré hodnoty) hodnot mensich nez libovoln¢ mala velicina, | y| <Eg.

Roste-li proménna veli¢ina bez omezeni, stava se nekonecnou (nekone¢né velkou), a pak
mluvime o nevlastni limité (na rozdil od vlastnich limit kone¢nych), zna¢ime ji . D&je-li se tak pfi
hodnotach kladnych, je limitou kladna hodnota nekonecné velka, lim y = +00, pfi hodnotach
zapornych je limitou zaporné Cislo (absolutn€) nekonecné velké, lim y = - 00 . Symbol o© neznaci tedy
urcité ¢islo a neni mozné s nim pocitat jako s Cislem. Je ale ziejmé, ze prevracena hodnota nekonecné

malé veli¢iny je nekonecné velka a naopak.

Casto nas zajimaji mezni hodnoty dvou proménnych veli¢in na sob& zavislych, nezdvislé
proménné x a jeji funkce f{x). Funkce f(x) md limitu b pro argument x bez omezeni se blizici hodnoté

a, jestlize fix) — b a x - a se soucasn¢ blizi nule. Pro jakkoli malou kladnou konstantu & predem

zvolenou musi byt mozné urcit kladnou konstantu O tak, aby platilo | f(x)— b| <& pro 0 <|x — a|
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<O . Pro piipad, Ze limita argumentu nebo funkce je nekone¢nd velks, je tieba splnit podminku

| f (x)| >n,resp. |x| >m, kde n a m jsou libovolné velka kladnd ¢isla. Zapisujeme

limf(x) =b prolimx=a

Nebo f(x)—>b prox—>a

nebo m fix)=">b

X—a

Napt. funkce + +/x m4 limitu 3, jestlie se x blizi 9. Chceme-li, aby se hodnota velidiny v/x

lidila od 3 0 méné nez &, stadi zvolit x lidici seod 9 o mén& nez & =6& - &2 Funkce 2 + — md
X

3
pro x —> t o0 limitu rovnou 2. Abychom vyhovéli podmince , Ze absolutni hodnota vyrazu (2 + —j
X

3 3
- 2 jemensi nez &, staci zvolit x> — nebo x< - — (napt. pro £ = 0,001 volit |x| >3000).
& &

3.1.2  Existence limity a jeji ur€ovani
Nabyvé-1i proménna veli¢ina neomezené mnoha hodnot, které stale stoupaji (nebo neklesaji),

ale zlistavaji mensi nez urcita konstanta k , ma tato proménnd limitu (rovnou konstanté k& nebo mensi).

Podobné nabyva-li proménna veli¢ina neomezené mnoha hodnot, které stale klesaji (nebo nestoupaji),

ale zlistavaji vetsi nez uréita konstanta, ma také limitu (rovnou konstanté nebo vétsi).

S limitami je mozno provadeét zakladni pocetni vykony.

Plati:
1. Soucet konecného poétu hodnot nekone¢né malych je nekoneéné maly.
2. Nasobek veli¢iny nekonecné malé je nekonecné maly.

3. Limita algebraického sou¢tu dvou proménnych y a z , pro né plati

limy=b,lim z = ¢ (b, ¢ jsou konecna ¢isla véetné nuly) se rovna souctu limit obou proménnych.

lim(y X z)=limy Xlimz=b% ¢

4. Limita souc¢inu dvou proménnych se rovna soucinu limit obou proménnych.

lim(y.z)=Ilimy limz=>b.c
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5. Limita podilu dvou proménnych se rovna podilu limit obou proménnych, pokud limitou d¢litele

neni nula.

lim— = —— = — c#0

3.2 Spojitost funkce

Funkce f(x) je spojitd vbodé a (tj. pro hodnotu nezavisle proménné

X = a), je-li limita této funkce v bod€ a (x —> a) rovna funkéni hodnoté v tomto bode:

ng(X) =f(a)

Musi tedy existovat jak limita f(x) pro x—>a, tak hodnota funkce pro
x = a, a ob¢ si musi byt rovny. Je-li funkce spojitd pro vSechny hodnoty svého argumentu v urcitém
intervalu, je spojitd v tomto intervalu. Spojitost funkei se pii grafickém znazornéni projevuje tim, ze
body ¢ary nésleduji bez pteruseni, takze grafu lze vyuzit k informaci (alespon predbézné) o spojitosti
funkce. Funkce, ktera neni pro nékterou hodnotu nezavisle proménné spojitd, se nazyva nespojita.
Funkce je nespojita pro tu hodnotu argumentu, pro kterou se stava nekone¢né velkou (nelze dosahnout
toho, aby byl piirtistek funkce libovolné maly pro maly pririistek argumentu). V grafickém znazornéni

se projevi na cafe konecné nebo nekonecné velké preruseni (skok). Pfikladem mohou byt funkce

1 T
—prox >0atgxprox —> —.
X 2

Piiklady k procvic¢eni
1. Urcete lim (x2—2x+10) prox—>1;x—>-1;x—>0;x—> 0 ;x—>-0
[9;13;10; 00 ;00]

3952

X X
2. Urcete lim 4—2 prox—>1;x—>0;x—>2
—X

[ l.o. 1]
39 bl

3. Urcete lim pro x —>—1

X —

(0]
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X 43hx+ R
4. UrCete im ————— proh—0

x*(x+h)

o sin x
5. Urcete lim ——— prox—0

1—cosx
(V2]

6. Urcete lim 3x — vV9x> —10x +1 pro x — 0

[2]
3

4 Derivace

Klicova slova ke kapitole 4: derivace funkce podle proménné, vypocet derivaci zakladnich
elementarnich funkci, fyzikalni vyznam derivace, druha derivace, lokalni extrémy

4.1 Derivace funkce

Funkce y = f{x) spojitd v okoli hodnoty x; ma pro x; hodnotu y; = f{x;), pro x; + Ax md
hodnotu y; + Ay = fix; + Ax), viz obr.3.1. PfirGstek (kladny nebo zaporny) veli¢iny nezivisle
proménné je Ax, ptirtstek funkce (kladny nebo zdporny) je Ay = fix; + Ax) - f{x;). Pomér prirtistkl

Ay SO A - f(x)

Ay . Pro Ax—>0 se bod Q blizi bodu P a

funkce a jejiho argumentu je

A
secna s prechazi v te¢nu t. Blizi-li se Ey pro Ax—>0 k ur¢ité mezni hodnoté, nazyva se tato limita

derivace funkce y podle proménné x (nebo vzhledem k proménné x ) pro x = x;. Derivace funkce y

podle x je opét funkce x (odvozena, derivovana funkce) a muzeme ji dale derivovat podle x (druha,

.o d
tieti ... derivace). Derivaci funkce y podle x zna¢ime nékolika moznymi zpisoby: y f (X), —y,

dx
df (x)

X

d
, Tidceji d—y, d—f(x). Funkce y se téZ nazyva primitivni (plivodni), viz kapitolu 4. Derivace
X X

funkei sob€ rovnych jsou si rovny: z rovnice f{x) = g(x) plyne f(x) = g (x). Aby dana funkce méla pro
urcitou hodnotu argumentu derivaci, musi tam limita poméru ptirGstkt funkce existovat. Funkce musi

byt tedy spojitd ( A y se musi bliZit nule, jakmile se A x bliZi nule).
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Derivace funkce y podle nezavisle proménné x je limita poméru priristki funkce a jejiho

argumentu, blizi-li se pfirtistek argumentu bez omezeni nule:

d_y:hnl &zhm f('xl+Ax)_f(xl)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
¥y
; : .
Y= fix)
(x4 tAX) Pomm e m
i :
t
1
i
fxg) | ~- - - Ry AR q--
I Ax !
e
] i
;' i
' t
0 X1 X1+ Ax X

obr. 23 K vysvetleni pojmu derivace

Definice derivace je mozno vyuzit k vypoctu.
Priklad:

y=x'-3x+5

Ay=(x+Ax = 3x+Ax) +5—(*=3x+5)=2xAx+ AX¥—3Ax

2
lim & = lim 2xAx+ Ax — 3Ax = lm 2x+ Ax-3)=2x-3
A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

y'=2x-3

4.2 Vzorce pro derivace zdakladnich elementdrnich funkci

Vypocet derivaci podle definice by byl zdlouhavy, a proto jsou uvadény navody k vypoctu

derivaci v u¢ebnicich, viz tabulka:

y =f(x) Derivace funkce f Podminky platnosti vzorce
y=c(c€R) y'=0 XE(-0,40)
y=x (r€R) y =rx"! x€(0,+)
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y=¢e' y'=¢ X€E (-00,+00)
y=a‘(a>0,a#1) y'=a‘lna XE (-0, +00)
1
y=Inx y' = — x€ (0, +0)
X
1
y=log,x (a>0) y' = x€(0,+0)
xlha
y =sin x y =cos X XE(-0,+00)
y =COS X y =-sinx XE(-0,+00)
1 V4 V2
y=1tgx y = > X€E ((2k—1)—,(2k+1)—j
cos” x 2 2
1
y = cotg X Y= —— xe (kz,(k + 1))
Sm - X

Zakladni pravidla pro vypocet derivaci jsou nasledujici:

Jestlize funkce u a v proménné x maji derivaci v kazdém bodé x€ M (M je interval nebo
sjednoceni intervalll), pak pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu (c je konstanta) a podilu téchto funkei

plati pro vSechna x:

u+v)=u'+v’

wm-v)'=u’-v’

-

(uv) " =u”v+uv

(cu)"=cu’,c€R

Pro vypodet derivace slozené funkce plati:

Je dana funkce y = F(f(x)) slozena z funkci y = F(z) a z = f(x), pfi¢emz vnitini funkce f ma
derivaci v kazdém bodé x € M a vné&jsi funkce F ma derivaci v kazdém bod¢ z = f(x). Slozena funkce

ma derivaci v kazdém bodé x € M rovnou F {(f(x)) = F (z).f (x). Mozna se 1épe pamatuje ve tvaru
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dy _dy dz
dx dz dx

Derivace slozené funkce se rovna soucinu derivaci obou funkci, ze kterych se sklada.

4.3 Fyzikdlni vyznam derivace funkce

Geometricky piedstavuje derivace funkce f{x;) smérnici tecny ¢ v bod¢ [xl , f(x )] , na obr.

3.1.je to bod P. Rovnici te¢ny je pak mozno psat ve tvaru

y=fx1) = f(x)(x—x1)

Priklad:
Mame najit rovnici teCny u kiivky y = %xz —3x + 5vbodé (2,1).
Smérnice: y'= x— 3, pro x =2 je y'=—1. Dosadime do rovnice zax; =2, f(x;) =1,f(x))=y =-1.
y=2=(-1)(x-2)
y=3-x

Rovnice hledané te¢ny je y = 3 —x.

Z hlediska fyziky udava derivace funkce podle nezavisle proménné rychlost zmény funkce
vzhledem k nezavisle proménné. Urcuje tedy nejenom okamzitou rychlost pohybu, ale i rychlost
ptirodnich dé&ji (rychlost ochlazovéani, zmény intenzity elektrického proudu, chemické reakce,

rychlost zmény objemu teplem nebo tlakem aj.).
Ptiklad:

Hmotny bod se pohybuje pfimocaie tak, ze pro drahu s (jako funkci casu 7) plati
s(t) = 57 + 200t + 12 (drdha v metrech, &as v sekundach). Mame uréit okamzitou rychlost tohoto

nerovnomérného pohybu v Case ¢ a jeji hodnoty v Casech fp = Os at; = 10s.

Okamzita rychlost v je derivace drahy podle Casu
v(t) = st) = 10t + 200.

Os, takze

Pro  vypoCet  pocatecni  okamzité  rychlosti  dosadime za ¢

V(ty) = 200 m.s™, v Gase 1, = 10 s je v(t;) = 300 m.s™".
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4.4 Derivace vy$Sich radi

Maé-1i funkce v uvazovaném oboru derivaci, je tato derivace funkci téze proménné. Miizeme
tedy hledat jeji derivaci podle této proménné. Derivace (prvni) derivace dané funkce se nazyva druha

derivace, k té mtizeme opét hledat tieti derivaci atd.
Priklad:

Hleddme druhou derivaci funkei f danych rovnicemi

y= xz’ y= x3

Pro prvni funkei plati y° = 2x, y'= 2 pro kazdé xe€(-00,00), pro druhou
y’ =3x%, y"'= 6x pro kazdé x € (- 00, 00), grafy funkci f, f*, f** jsou na obr. 24.

Fyzikalni vyznam druhé derivace je zména rychlosti d&ju, tedy zrychleni.
Ptiklad:

Zrychleni pfimo¢arého pohybu v piikladu z3.3 je a = v{t) = s (1) = 10 m.s”. Zrychleni je

konstantni, jde o rovnomérné zrychleny pohyb.

yA
Y /y-2x
/

y=x

obr. 24 Grafy funkciy = x* ay = x°, jejich prvnich a druhych derivact.

4.5 VySetiovani priubéhu funkce

Derivace je nejlepsi pomickou ke zkoumani, jak se méni funkce pfi ménicim se argumentu,
tj. pti vySetiovani pribéhu funkce.

Rostouci a klesajici funkce

Funkce y = f{x) pro x = x; stoupa, jestlize pro kladny piirfistek argumentu Ax=x-x; je

prirtistek funkce Ay=f(x; + Ax) - f(x;) kladny. Funkce y Kklesd, jestlize pro kladné Ax je Ay
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A
zaporné. Pro rostouci funkci je tedy pomér Ey kladny, pro klesajici zaporny. To miizeme pro

A x—>0 zapsat ve tvaru derivace: funkce v ur¢itém bod¢ roste, ma-li v tomto bodé kladnou derivaci,

naopak klesa, je-li derivace v tomto bod¢ zaporna.

im LT A)— f(x)
Ax—0 Ax

> 0 neboli t(x) > 0 pro funkci rostouci v bodé x;

im L A)— f(x)
Ax—0 Ax

< 0 neboli t'(x) < 0 pro funkci klesajici v bodé x,;

Piiklad:

Mime zjistit, jak se chovd funkce y=x'—2x’+1 pro hodnoty x=1 a
x=2.

Derivace y” = 3x> — 4x je pro x = 1 zaporna (y "= —1), funkce v tomto bodé kles4, pro x = 2 je kladnd
(y”= 4), funkce roste.

Lokalni extrémy funkce

Funkce f{x) ma pro x = x; lokalni maximum, jestliZze s rostoucim x v bezprostiednim okoli x;
napied roste a potom klesd, to znamend, ze prvni derivace funkce se méni z kladnych hodnot do
zapornych. To je mozné pouze tak, ze derivace funkce v bodé x; je rovna nule, fx;) = 0. Podobné
plati pro lokalni minimum, Ze s rostoucim x se méni hodnoty prvni derivace ze zapornych na kladné,
takze v bod¢ odpovidajicim minimu je derivace nulova. Tato minima a maxima se souhrnné nazyvaji
lokélni extrémy funkce. Na obr.3.3.je vidét, Ze funkce v bodech S; a S, roste (teény sviraji s osou x
ostry uhel, tg je kladna, smérnice te¢ny je kladna, tedy derivace je kladna) a v bodech K; a K, klesa
(derivace je zaporna). V bodech Vi, V, a N je prvni derivace rovna nule, pfi¢emz V; odpovida
lokalnimu maximu, V; lokdlnimu minimu a N inflexnimu bodu. Inflexni bod je bod, ve kterém graf

funkce pfechazi z jedné strany smérnice na druhou.

V bodé¢ s prvni derivaci rovnou nule nalezneme lokalni extrém, ale zatim nevime, zda jde o
maximum nebo minimum. Spoc¢itame druhou derivaci v tomto bodé€. Pokud je kladna, jde o jde o
minimum, pokud je zdpornd, jde o maximum. V bod¢ s druhou derivaci rovnou nule funkce muize, ale

nemusi mit inflexni bod.
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K1

obr. 25 Graf funkce a tecny v riiznych bodech
Piiklad:

Mame najit lokalni extrémy u funkce z minulého ptikladu.

Polozime prvni derivaci rovnou nule: 3x’—4x =0. Rovnice ma dvé feleni,

x; = 0 a x= Vyjadiime druhou derivaci, y~“=6x—4, a spolitame pro

3
y : - . G L4
ob¢ x. Pro x; = 0 je y” = -4, zapornd, v tomto bod¢ je tedy lokdlni maximum. V bodé x, = E je

y”“= 4, kladnd, a jde o minimum.
Priklad:

Jak velké Ctverce je tfeba oddélit v rozich obdélnikové desky s rozméry 15 cm a 8 cm, aby

zhotovena krabice méla nejvétsi objem?

Oznacime-li stranu odd€lenych ¢tverct x, je objem krabice y = (15 — 2x)(8 — 2x).
y=4x’ —46x° + 120x
y =120 - 92x + 120

Yy =24x-92

Zrovnice y "= 0 vypocitame dva kofeny, x; = 6 a x, = —. Prvni kofen se nehodi, protoze x musi lezet
v intervalu (0,4), u druhého ovéiime, ze jde skutecné o maximum. Dosadime x, do y”; zaporny
vysledek svédc¢i o tom, ze jde skutecné o maximum. Strana oddélovanych ¢tverci by méla byt 1 E

cm.

Shrnuti:

Stanoveni prvni a druhé derivace funkce mizeme pouzit k vySetfeni pribéhu funkce. Pokud

pro funkci y proménné x plati v bod¢ x,, Ze:

42




e y>0, funkce y bodé x;roste,

o y’<0, funkce y bodé x; kles 4,

o y'=0, funkce yma bodé¢ x;lokdlni extrém:
e y7>0, lokaln{ extrém je minimum,

e y7<0, lokaln{ extrém je maximum.

Piiklady k procvic¢eni
1. Podle definice derivace spocitejte derivaci funkci:
a. y=axX’ +bx+c

b. y=axX’ +bX’ +cx+d

c. y=x
1

d y=—
X
1

e. y=—
52

1 2 1
[a) y"=2ax + b; b) y" = 3ax’ + 2bx + ¢; ¢) y = 4x°; d) y=-—F:0y=-—7F:Dy=—=]

X X 2\/;

2. Spocitejte derivace funkci z prikladu 1 s pouzitim tabulky vzorcl pro derivace zakladnich

elementdrnich funkci.
3. Derivujte:
a. x*—2x
x’ =1
b.
x+1
c. In2x-1)
S 2x° +3x% +1 2
[a) 6x° —2;b) >—30) 1
(x+1) 2x—1

4. Jakou smérnici ma tecna v bod¢ (x;y;) u danych kiivek? Vypocet provadéjte jak podle definice

derivace, tak s pouzitim tabulky vzorci pro derivace.

1
a. y= 5x2+5x78
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>
<
Il

= |2

[2) x; + 5;b) 2L ]
X

3 2
X

X
Je ddna funkce y = ? + 7 — 2x. Urgete, pro které hodnoty proménné x plati y {x) = 2.

[x=0;x=-1]

3
X
Najdéte rovnici teény u kiivky y = ? —5x—4 vbodé (-3,2).

[y=4x+ 14]

Urcete rozméry obdélniku vepsaného do trojuhelniku se zakladnou a = /0cm a vyskou v = 7cm

(jedna strana obdélniku lezi na a) tak, aby mél obdélnik co nejvétsi obsah.

a v
[Hledany obdélnik mé zakladnu Scm a vySku 3,5cm, obecné 5 a E .1
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