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1. Integral funkci jedné proménné

Kli¢ova slova ke kapitole 1: derivace, funkce, integral, proménna, vlastnost

1.1. Neurcity integral

1.1.1. Vyklad pojmu neurcitého integralu
V minulé kapitole jsme se setkali s derivovdnim, zde se budeme zabyvat "zpétnym" procesem, integrovanim:

f derivovani £
(primitivni funkce) ¢ integrovini (derivace)

Maéme funkci f{x) a hledame funkci F(x),jejiz derivace je ptivodni funkce, plati tedy

F'(x) = f(x)

pro vSechna x ze zadaného intervalu. Pokud takova funkce existuje, nazyva se integral funkce f{(x) nebo primitivn{
funkce a znadi se

F(x) = I F(x)dx

Symbolj je odvozen od pismene S znaciciho soucet (sumu). Funkce f(x) je integrand, x je integracni proménna.

Napt. funkce F(x) = sin x je integralem funkce f(x) = cos X, nebot’ plati F'(x) = (sin x) = cos x, tj.

JCOS xdx =sinx. AvSaki funkce sin x + C (C je libovolnd konstanta) je integralem funkce cos x, protoze

(sinx + C)"=cos x, tj. JCOS xdx =sin x + C. Je vidé&t, Ze k zadané funkci miiZe existovat vice integraldl. ProtoZe

konstanta C je "neurcend", nazyvaji se funkce F(x) + C neurcity integral. Konstanta C je integracni konstanta.
Znalost derivovani nas nékdy hned dovede k urceni integralu. O spravnosti se presveéd¢ime derivaci vysledku.
Priklady:

4 4
X X
Ix3dx = 7 + C, nebot’ (7 +(O)'= x>

J‘Zexdx =2¢" + C,nebot’ (2¢" + C) = 2¢"

1.1.2. Zakladni vzorce pro vypocet

Neur¢ity integral
Funkce f(x) J.f(x) =F(x)+C,CER Podminky platnosti vzorce
fix) =0 fodx =c v
=1 [dx =x+c XE(-00,400)
xr+l
f)=x Ix’dx = +C x€(0,+ % )reRr#0
r+1
1 dx
fx) = — j— =ln|x|+C XE(-0,0) U (0,+0)
X X
fix)=¢' Ie"dx =e"+C XE (- 00,400 )




fix)=a jaxdx=a—;+c x€(-0,+0 )a > 0,a#0

ftx) = sin x Jsin xdx=—cosx+C XE(-00,+00)

fix) = cos x _[cosxdx=sinx+c XE (-00,+00)

o) = cosl2 - jw‘i’;x = tg x4+ C xe U {(2/(—1)%,(2“1)%}
fix) = Sin12 - Js i:fx — —cotg x+ C xe U [k, (k + )]

1.1.3. Zakladni vlastnosti integralt

Konstantu lze vytknout pted integral.
Ptiklady:

IZSiIl xdx =2ISiﬁ xdx =-2cosx+C

J 3 dx=3_[ d =-3cotgx+C

2 c 2

sin ~ x sin © x
Integral souctu se rovna souctu integrali.
Ptiklady:

J.(x+ex)dx='[xdx + Jexdx =§+e’C +C

j(3+cosx)dx=j3dx+jcosxdx=3x+smx+c

Ke spojité funkci na daném intervalu vzdy integral existuje.

1.1.4. Metoda integrace po ¢astech

Princip integrace po ¢astech (per partes) vychazi ze vztahu pro derivaci soucinu. Vime, Ze pro funkce u a v
proménné x, které maji derivaci v daném intervalu, plati (uv) ‘= uv + uv". Po integraci obou stran vychazi

J.(uv)'dx = .[ u'vdx + I uv'dx = uv . Po ipravé dostavame pro integraci po ¢astech

ju'vdx =uy— Iuv'dx

Priklady:
2

2 2
jxlnxdxzx—h’l)c—.[fdxzx—lnx—lj-xa'xz—lnx—lx2 +C
2 2 2 2 2

, dosadime do vzorce).

><|'—‘_|;

2
X
(V tomto prikladu volime u'= x, v = In x, z toho plyne u = 7 ,V'=

Ixexdx =xe’ — Iexdx =xe" —e" +C

(zde volimeu’=¢e*,v=x,ztohou=¢*,v=1)
Tato metoda se neuplatni piili§ Casto, protoze predpokladem uspésnosti je existence u”, ke kterému lze snadno najit

u, a také vznikly juv’dx mus{ byt "jednodud¥i” nez pitvodn ju’vdx.



1.1.5. Metoda integrace substituci
Princip integrace substituci spoc¢iva v "nahradé" ptivodni proménné x v novou proménnou ¢, pii¢emz ob¢ proménné
vaze vztah x = g(t).Pak plati

[ rGodx [ feodx= [ fgt)g )t
Vzorec se snadno pamatuje, protoze jde vlastné o pouhé dosazeni za x (x = g(1), dx = g {(t) dt).Uziti metody
substituce spociva ve ttech krocich:

prevodeni vSech veli¢in v plivodni proménné x na veli€iny v nové proménné ¢,

vypocet integralu v nové proménné ¢

vyjadieni vysledku v piivodni proménné x

Ptiklad:

j V2x —1dx

substituce:

o 1mtm x4 J;ﬂ:l'[\/?dt

2 2 2 2

vypocet:

1 1
—[Nede = .
2 2
prevod t na x:

3 3
l.%.tz = l(2x—1)2 +C
23 3

dx
-[2x+1

substituce:

N W

2
—.t
3

=l _d

, dx ,
2 2t

2X+1=t > x =

vypocet:

J5= 3wl
2t 2

prevod t na x:

l1n|z| = l1n|2x+1|+c
2 2

I\/mdx

substituce:
x+ 1 =2, dx = 2tdt, szzdr =2 I £dt

vypocet:
3

t
2jz2dt - 2;

prevod t na x:
3 3

2L 241 +C
373

Metoda substituce je nejpouzivanéjsi integracni metoda. Obecny algoritmus, jak k zadané funkci najit neurcity
integral, neexistuje.



1.2. Urcity integral
1.2.1.Vyklad pojmu urcitého integralu

Pro neurcity integral plati:
j f(x)dx=F(x)+C

Dosadime-li do pravé strany za konstantu C za proménnou x urcité hodnoty, pak dostaneme jako vysledek ¢islo.
3

x 4
Napt. J-xzdx = ? + C:pro C=1ax= I dostdvime g . Konstanta C muZe nabyvat libovolnych hodnot, za x je

mozno dosadit pouze hodnoty, pro které je F(x) definovana. Pro funkci f(x) spojitou na {a,b) polozime x = b, C = -
F(a). Prava strana pak bude mit hodnotu F(b) - F(a). Toto ¢&islo se nazyva urdity integral funkce fod a do b a znaci

se I f(x)dx nebo [F (x)]z

[ f(r)dx = F(b)— F(a)=[F)],

Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b horni mez. Slovo "urcity" se obvykle vynechava, nebot’ ze zapisu s uvedenim
mezi je jasné, Ze jde o urcity integral. Z definice urcitého integralu vyplyva

]Z.f(x)dx =0

j f(x)dx =~ f(x)dx.

Priklady:

2 r.372 3 3
[dx= xp_2 7
1 L3, 3 3 3
3 5] 5 5
Jx“dxz z :3——3—:0
3 _5_3 5 5

1
dx
Pfi vypoctech musime byt opatrni na "skryté" nespojitosti. Napf. zapis I— nevyjadiuje uréity integral, protoze
X
1
funkce f(x) = — neni v bodé& 0 spojita (neni definovéna). Neni spInéna podminka spojitosti na intervalu <a,b> .
X

1
Vypodet I@ = []1”1|x|]171 =In1-In1=0je $patns.
-1 X

b
Pro spojitou a nezdpornou funkci na intervalu <a,b> vyjadiuje I f(x)dx obsah Sy rovinného dtvaru

a
ohranic¢eného pfimkami y = 0, x = a, x = b a grafem funkce f, viz obr. 4.1. Integraly opacnych funkeci (- f a f) s tymiz
mezemi maji opacnad znaménka (integral kladné funkce je kladny a integral zaporné funkce je zdporny), avsak tutéz
absolutni hodnotu. Pro vyuziti k vypocétu obsahu rovinného ttvaru umisténého pod osou x je tieba vzit jeho absolutni
hodnotu.



Ya

wY

obr. 1 SM= [ f(x)dx

1.2.2. Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Jeli f(x) < g(x)na (a,b), pak [ f(x)dx < [ g(x)dx

b c b
Pro libovolné ¢ € <a, b> plati j f(x)dx = I f(x)dx + j f(x)dx , viz obr. 2. Tato vlastnost se vyuziva pfi

vypoctu obsahu rovinnych utvarti, jejichz hranici nelze vyjadrit ve tvaru jednoho vyrazu.

Yp

f(z)

M,
/;’"‘ff///»i\\\\\\

0 a ¢ h oz

obr. 2 If(x)dx = j.f(x)dx + If(x)dx,c € <a,b>

j Af (x)dx + Bg(x)dx = A j f(x)dx+B j 2(x)dx

Je-li f sudd funkce, to znamend f(x) = f{-x), pak J.f(x)dx ZJ.f(x)dx Piiklad, viz obr. 3:

—a

3 :
cos xdx = 2J. cos xdx = 2[sin x]2 =2
0

0 | N

T
2
y/x
/ COSZ
Zx N Tz
=3 0 2

obr. 3 cos x — suda funkce



a
Je-li flicha funkce, to znamend f{-x) = - f(x), pak I f(x)dx =0 . Ztejmé plati

—a

j.f(x)dx = j)‘f(x)a’x + Tf(x)dx = —j f(x)dx + j.f(x)dx = 0. Priklad, viz obr. 4: j‘sin xdx=0

2

y
4 sin z

4

INTRY A

obr. 4 sin x — licha funkce

1.2.3. Metody vypoctu urcéitého integralu

b
K urgeni j f(x)dx je zapotiebi znét F(x), tj. je zapotiebi najit neurdity integral J f(x)dx apak vy¢islit hodnotu
F(b) — F(a). Pi pouziti metody po ¢astech plati

b

J.u'(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]z - I u(x)v'(x)dx.

1
0
1 1 1
J-xzexdx = [xzex]o - ZJ‘ xe’dx ,dali integrace po ¢astech,u’=e*, u=¢e*, v=x,v'=1.
0 0

t 1 1

Ixzexdx= e—2 xex]o —[ex]o): e—2.

Pfi pouziti metody substituce je mozné krom¢ zmeény proménné provést i zménu mezi. Pak neni tfeba se vracet
k ptivodni proménné. Jina moznost je vratit se k ptivodni proménné a do vysledku dosadit ptivodni meze.

2
" +1
dx , substituce 1 =+/2x—1,x = 3 ,dx = tdt,nové meze: prox=1jet=1,prox=5

X
V2x—1

5
Priklad: J-
1




1.2.4. Aplikace uréitého integralu
b
Jak jiz bylo fedeno, geometricky vyznam uréitého integralu je "plocha pod kiivkou" - J‘ f(x)dx vyjadiuje obsah
rovinného utvaru ohrani¢eného ptimkami y = 0, x = a, x = b a grafem funkce f. K vyznamnym aplikacim urcitého
integralu patii pravé vypocty obsahti rovinnych ttvart.
Priklad:
Méme vypoditat obsah Sy obrazce M ohrani¢eného parabolou y = 4 - x> a osou x (obr. 5).
Vypodet mezi: 4 — x> =0, x; = 2, X, = -2 (parabola protind osu x v bodech
2,-2)

h x’ ’ 2
Sw= I(4—x2)ix=|:4x—?:|2 =103

-2

Ya

2 ol R
obr. 5 Plocha ohrani¢ené parabolou y = 4 — x* a osou x.
Ptiklad:

1
Méme spogitat obsah Sy obrazce M ohrani¢eného kiivkou y = — apiimkamiy = 0, x = ¢, x = €.
X

ste@=m|x|=me2—1ne=2—1=1

X

Otazky:
1. Jaky je rozdil mezi neuréitym a ur¢itym integralem ?

2. Vyjmenujte zakladni vlastnosti neurcitého a urcitého integralu!
3. Jaké znate metody integrace?



2. Diferencialni poc¢et funkci vice proménnych

klicova slova: derivace, diferencial, extrém, proménna, rad

2.1. Diferencial

Totalni diferencial 1.fadu funkce f v bodé A znacime
df(A)

anazyvame ho zkracené diferencial. O funkci f, ktera ma v bod¢ A diferencial, fikame, Ze je je diferencovatelna a
tudiz v bodé A je vzdy spojita (obracené to nemusi platit).

Plati-1i, ze bod A je libovolny, pak existuje mnozina bodi x a pro diferencidl funkce f v bodé A mizeme psat
df(A) = X (6f/ox)(A) dx

Sc¢itame tedy parcidlni (Casteéné) diferencialy funkce f a znacime je d,f(A).

Pro diferencial funkce vice proménnych nemusi platit tdz véta jako pro funkce jedné proménné tzn.: ,,Funkce
ma v bod¢ diferencial tehdy a jen tehdy, ma-li v tomto bod¢ derivaci““.Dokonce nemusi byt ani v tomto bod¢ spojita.
Plati vSak obdobna ale rozdilna véta: ,,Jestlize funkce f bodu x mé v bod¢ A spojité parcidlni derivace 1.Fadu, ma
v tomto bod¢ diferencial “.

Geometricky vyznam diferencidlu u funkci dvou proménych Ize ukazat napf. u rovnice plochy P = f(x,y), ke
které ke které hledame te¢nou rovinu. Fyzikalni vyznam ma napt. u prace vykonané pohybem bodu x do bodu x™+
dx. Takovych diferenciali 1ze pouzit téz pro vypocty chyb absolutnich

2.2. Parcialni derivace vysSich radu

Necht’ funkce f bodu x ma vSech bodech parcialni derivaci prvniho fadu Of / 0x. Pak tato derivace je rovnéz
funkci proménné x. Pokud ma tato funkce parcialni derivaci 1. fadu, pak fikame, Ze puvodni funkce f ma v bod¢ x°
parcialni derivaci 2.fadu a znacime ji

(O*f/ 0x*)(x°) ptipadné
&f 1 dxdx,

a muze tak pokracovat analogicky az do parcialni derivace n-tého fadu za piedpokladu, Ze existuje parcialni derivace
(n-1)tého fadu. Jako ptiklad si mizeme uvést rovnici idealniho plynu V=RT / p. Pak

OV/0T=R/p a 0&*V/3T*=0 nebo
oV /op=-RT/p* a &V /opoT=-R/p

a také &V /oTop=R/ p*



protoze plati: Jestlize parcialni derivace se lisi jen v pofadi ve kterém se derivuje podle jednotlivych proménnych,
pak jsou si tyto parcidlni derivace rovny.

Maéme-li derivace druhého ¥fadu napt. typu 6°f/ x>+ 6°f/ 8y* + 6°f/ 6z°, pak mizeme ji zkracend zapsat
jako Af,zavedeme-li symbol

A=08"ox*+ &/ 0y* + 8 07

nazyvany Laplaceiiv operator

2.3. Extrémy funkci vice proménych

Definujme si lokdlni extrém v bodu x° jako lokalni maximum, pro néZ plati pro body x , ze funkce f(x) v okoli
bodu x°

f(x) < f(x°)

a lokalni minimum f(x) > f(x°)

Jestlize funkce f ma v bod¢ x° lokalni extrém, pak vSechny jeji parcialni derivace 1. fadu v bod¢ x° (pokud
existuji) jsou rovny nule, tedy

(df/dx) (x> =0

Tato véta opacné fecena je pro vice proménnych pouze podminkou nutnou, ne viak postacujici. Zde pak dale plati:
Ma-li funkce f dvou proménnych x,y v okoli bodu x°, y° spojité parcidlni derivace 2.fadu a v bodé x°, y° je

f * fyy — Ty > 0

bude v bodé x°, y° lokdlni extrém.

Zavérem je nutno dodat:

Maé-li funkce f(x,y) v bodé x°, y° extrém, pak ma v tomto bod¢ vSechny parcialni derivace 1.fadu rovny 0. Ma-li
ptitom derivaci 2.fadu jedna se o minimum a funkce f(x) je konvexni. Ma-li derivaci 2.fadu zapornou, jedna se o
maximum a funkce f(x) je v této oblasti konkavni.

Otazky:
1. Za jakych podminek ma funkce f(x) v bod¢ A diferencial?

2. Za jakych podminek ma funkce f(x) parcialni derivace 2. fadu?
3: Jaké lokaln{ extrémy mtze mit funkce f(x) v bod¢ A a jaké zde maji derivace 1. a 2. fadu



3. Integralni po¢et funkci vice proménych

Kli¢ova slova: funkce, integral dvojny, integral trojny, konstanta, proménna

3.1. Dvojny integral

K pojmu dvojny integral vede mnoho geometrickych, fyzikalnich a jinych problémi. Definujme si*
Budiz f funkce dvou proménnych x, y (napf. jejich soucin tvofi plochu p), pak dvojny integrdl funkce f (spojité a
integrace schopné pres proménné x,y) znac¢ime
[[ f(x,y) dx dy piipadné [f f(x,y) dp

Dvojny integral ma fadu vlastnosti, z nichz si nékteré popiSeme:
Budiz funkce f(x,y) = k*g(x,y) kde k je konstanta pak

Il f(x,y) dx dy =k * [ g(x,y) dx dy
Budiz funkce f(x,y) < g(x,y) pak
[I fix,y) dx dy <[] g(x,y) dx dy
Dale plati
[Tfx,y) dx dy = ([ f(x,y) dx) dy
nebo [ f(x,y) dy) dx
pak také plati
[l fx,y) dx dy =] dx [ f(x,y) dy
nebo ) dyf f(x,y) dx

a tyto integraly pak nazyvame dvojnasobné integraly

3.2. Trojny integral

Obdobné¢ jako dvojny integral i trojny integral slouzi zejména pii fyzikalnich a geometrickych vypoctech. Zde
si vSak definujeme funkci tfi proménnych x, y, z (jejichz soucin tvoii objem V). Pak trojny integral funkce (spojité a
integrace scopné pres proménné X, y, z) se znaci

(Il f(x,y,z) dx dydz  pripadng [[] f(x,y,z) dV

Jako u dvojného integralu plati téchto nékolik z fady vlastnosti:

Pokud f(x,y,z) =k * g(x,y,z) kde k je konstanta pak plati
[l f(x,y,z) dx dy dz=k * [[] g(x,y,z) dx dy dz
Pokud f(x,y,z) < g(x,y,z) pak plati
{11 fx,y,2) dx dy dz < [[] g(x,y,2) dx dy dz

Také plati



[Il f(x,y,2) dx dy dz=[ dx [ dy [ f(x,y,2) dz
l'lebO .[ dXJ dZ J- f(X9Y9Z) dy
nebo ) dyJ dz| f(x,y,z) dx

které se nazyvaji trojnasobné integraly
Plati viak také Il dx dy | f(x,y,z) dz

ve vSech kombinacich a pofadich proménnych x, y, z (i u trojnasobnych integrali)

Otazky:

1. Co je dvojny a co dvojndsobny integral?

2. Co je trojny a co trojnasobny integral?

3. Jaky je vztah dvojnych a trojnych integralt funkei f(x,y) a g(x,y), je-li funkce f mensi nez funkce g?



4. Diferencialni rovnice

Kli¢ova slova: aproximace, podminka, rovnice, feSeni, véta

4.1. Existenéni véta pro rovnici y = f(x,y). ReSeni rovnice

Megjme plvodni rovnici y = f(x,y) , kde funkce f budiz spojita v okoli bodu (xs, y,) a ma zde spojitou parcidlni
derivaci Of/ Oy . Pak existuje praveé jedno feSeni y uvedené rovnice, které spliiuje pocatecni podminky y)x,) =y, .

Uved’'me si ekvivalentni k ptivodni rovnici

V(X) - Yo = | f(x, y(x)) dx

kterou nazyvame rovnici integralni. Pro feSeni rovnice pouzijeme metodu postupnych aproximaci:
- nultd aproximace Y, (X) =Y,

- 1. aproximace yi(X)=yot+ | f(x,y,) dx

- n-td aproximace  y, (X) =Yy, + ) (X, yn1(x)) dx

Jako priklad si uvedeme rovnice

1) y=x*+y pak aproximujeme

Yo(X) = 0

yi(x) =] x* dx = x*/3

(%)= + (x*13)%) dx = x*/3 + X163
atd

2) y'=y pro pocateéni podminky y(0)=1, pak

Yo (x) =1

yl(x):1+fdx:1+x
Va(x)=1+[(1+x)dx=1+x/1!+x%2!

Yo (x)=1+x/11+x*2!+...+x"n!  pakpro limy,(x)=e"

Vedle tohoto numerického feseni rovnic lze provadét také feseni grafické a také pokud se rovnice da rozvinout do
Tailorovy fady metodou rozvoje do polynomu a stanoveni koeficienti polynomu.

4.2. Linearni rovnice 2.radu
Linearni rovnici 2. fadu nazyvame rovnici
y +py+qy=r
kde p, g, r jsou funkce jedné proménné x
Je to rovnice s pravou stranou a pokud r = 0 je to rovnice bez pravé strany.
Specialnim pfipadem takové linearni rovnice 2.fadu je linearni rovnice 2.fadu s konstantnimi koeficienty a,
b
y +ay+by=f

kde f je funkce proménné x. Rovnice muze byt také bez pravé strany

y ' +ay+by=0

rovnice bez pravé strany). Po vykrdceni ¢initelem €™ dostaneme tzv. charakteristickou rovnici.

wW+au+b=0



Pokud ¢islo u je feSenim charakteristické rovnice, pak funkce e"* vyhovuje rovnici
y ' +ay+by=0

Pokud feSime rovnice s pravou stranou, provadime to postupné:
M¢jme napf rovnici: y' -4y +4y=f kde
f=x>+x *e* pak feSime postupné

a) jako rovnici bez pravé strany s charakteristickou rovnici
w’—4u+4=0

b) rozlozime si pravou stranu a feSime rovnice
y-4y'+4y= x?
Yy -dy'+4y=x*e?

Zavérem je nutno podotknout, Ze tento postup — nejdiive feSeni bez pravé strany a pak postupné s pravou stranou —
se obdobné uplatiuje i linearnich rovnic vyssiho, az n-tého fadu.

Otazky:

1. Popiste metodu postupnych aproximaci pti fesSeni integralni rovnice!

2. Uved'te linearni (diferenc.) rovnice 2. fadu s pravou stranou, bez pravé strany a s konstantnimi koeficienty!
3. Co je to charakteristicka rovnice?
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